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1 Problem fizyczny

W ponizszej pracy przedstawiono numeryczng metode obliczania widma Lapunowa
dla modelu Lorenza i odwzorowania Henona. Badane uktady dynamiczne posiadaja
wielowymiarows przestrzen fazows, zatem mamy doczynienia ze zbiorem wykta-
dnikéw Lapunowa zwanym widmem Lapunowa. Wyktadnikow Lapunowa A mozna
uzywaé jako miary wrazliwosci na warunki poczatkowe, ktora jest charakterystyczna
dla uktadéw chaotycznych, takich jak atraktor modelu Lorenza. Jesli A jest ujemne
ewolucja nie jest chaotyczna, jesli A\ jest dodatnie to ewolucja uktadu przejawia
duza wrazliwos¢ na warunki poczatkowe zatem jest chaotyczna. Jesli pozwolimy
uktadowi ewoluowaé z réznigcych sie nieco standéw poczatkowych, x i x +¢€, to pon
iteracjach rozbieznosé tych stanéw mozna w przyblizeniu opisaé¢ zaleznoscia €(n) ~
ee*. Rozwazmy konkretne odwzorowanie postaci x,,1 = f(x,). Réznica pomiedzy
dwoma bliskimi stanami poczatkowymi po n-tym kroku wynosi:

. <|f”(x 1o - f”(x)|> . "

€

Dla maltego e: \ ~ % In (CZ—:). Przejdziemy do granicy z n dazacym do nieskonczonos$ci
i potraktujemy pochodng n-tej iteracji jako pochodna funkcji ztozonej, by otrzymac:

A= lim 1 ”z—: In|f"(z;)| (2)
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Zatem wyktadnik Lapunowa daje $rednig szybko$é rozciggania na jedng iteracje. !
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2 Widmo Lapunowa dla modelu Lorenza

Model Lorenza zadany jest przez uktad trzech réwnan rézniczkowych:

d
— = —oatoy, (3)
d
d_i = —zz+rr—y, (4)
d
— = -tz (5)

gdzie o, b s statymi bezwymiarowymi charakteryzujacymi uktad, r jest parametrem
kontrolnym.

Rozwazamy dla przyktadu zbior warunkéw poczatkowych, ktore tworza kule w
badanej przestrzeni fazowej dla modelu Lorenza. Jezeli bedziemy iterowa¢ réwnania
Lorenza (3 - 5) wtedy zbiér punktéow przestrzeni fazowej zmieni swoj ksztatt. Pre-
dkos¢ z jaka to zaburzenie zwigksza lub zmniejsza sie w czasie nazywamy wyktadni-
kiem Lapunowa. Jezeli badany uktad jest chaotyczny, to zazwyczaj kula powieksza
sie¢ w jednym kierunku, a maleje w dwoch pozostatych. W takim wypadku mozemy
zdefiniowa¢ trzy wykladniki Lapunowa mierzace deformacje w trzech wzajemnie
prostopadtych kierunkach. Ilos¢ wyktadnikéw Lapunowa jest wigc zalezna od wy-
miaru uktadu. Sa one jednym z kryteriéw chaotycznosci ruchu.

Aby znalez¢ wyktadniki Lapunowa postuze sie nastepujacym algorytmem:

1. Linearyzujemy badane réwnania z modelu Lorenza. Zlinearyzowane rownania
Lorenza majg postac:

dA
d—tx = —O'A.%'—FO'Ay, (6)
dA
d—ty = —xAz—zAz +rAx — Ay, (7)
dA
d—: = zAy+yAz — bAz. (8)

2. Definiujemy warto$¢ poczatkowa 7(0) dla wyjsciowych réownan (3 - 5) i trzy
ortogonalne wartosci poczatkowe A7, (0) dla rownan zlinearyzowanych (6 - 8).

3. Iterujemy wyjsciowe i zlinearyzowane rownania ruchu. Kazda iteracja daje
jeden nowy wektor 7z rownan wyjsciowych i trzy nowe wektory Ar, z réwnan
zlinearyzowanych.

4. Stosujac procedure Grama-Schmidta tworzymy zbior ortogonalnych wektoréw
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5. Kladziemy A7 = A7,
6. Akumulujemy sumy S, gdzie S, — S, + In|A7,(1)].

7. Powtarzamy kroki (3-6) i obliczamy wykladniki Lapunowa A\, z zaleznosci
Ao = %Sa, gdzie n jest liczba iteracji.

3 Rozwigzanie zagadnienia dla modelu Lorenza

3.1 Testowanie programu

W celu obliczenia widma Lapunowa napisano program dla maszyny HP serii 700
w Fortranie 90, ktory implementuje algorytm przedstawiony w punkcie 2 niniejszej

pracy.

Aby rozwigzaé¢ numerycznie rownania rézniczkowe dla modelu Lorenza, sprowa-
dzono je do postaci iteracyjne;j:

Tpp1 = (—ox,+oyn)h+ x,, 9)
Yni1 = (—Tnzp + 780 — Yn)h + Yn, (10)
Znt1 = (TpYn — bzp)h + 2. (11)

W tym celu postuzono si¢ prostym modelem Eulera, gdzie h jest krokiem metody
Eulera. Jednakze obliczenia dokonane ta metoda obarczone sg dos¢ duzym btedem,
ktory rosnie wraz z kolejna iteracja. Powodem tego sa btedy wynikajace z obliczen
komputerowych. Duze znaczenie ma tez wtasciwy doboér kroku h, jezeli h z jakim
wykonujemy obliczenia jest zbyt maly, btad obliczen si¢ zwigksza. Nie mniej jednak
metoda ta jest jak najbardziej poprawna. Jesli tylko odpowiednio dobierze si¢ pa-
rametry do jej zastosowania, mozna uzyska¢ wyniki obarczone matym btedem. Spo-
sobem na to by btad ten byl mozliwie jak najmniejszy jest dobranie odpowiedniego
kroku. W tej pracy przy obliczeniach przyjeto krok h = 0,01, jako dajacy miarodajne
wyniki przy zastosowaniu modelu Eulera dla rozwigzania uktadu réwnan roézniczko-
wych z modelu Lorenza. W wyniku numerycznego rozwiazania réwnan (9 - 11) dla
wartosci parametréw zapostulowanych przez Lorenza o = 10, r = 24,74 i b = %
jako parametréw, powyzej ktérych wystepuja zachowania chaotyczne?, otrzymano
wyniki, ktéore na wykresie daly nam atraktor zgodny z atraktorem chaotycznym

uktadu Lorenza (rysunek 1).
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Rysunek 1: Atraktor chaotyczny uktadu Lorenza.

Na podstawie otrzymanych wynikow obliczen numerycznych dla modelu Lorenza
i sporzadzonego na ich podstawie rysunku 1 wnioskuje o poprawnosci otrzymanego
rozwigzania.

Przy rozwiazywaniu uktadu zlinearyzowanych réwnan Lorenza rowniez postuzono
si¢ metoda Eulera jako metoda poprawna.

Do ortogonalizacji wektoréw otrzymanych w wyniku iteracji zlinearyzowanych
rownan Lorenza uzyto bibliotecznej procedury ortogonalizacji Grama-Schmidta. Pa-
rametrem wejsciowym tej procedury jest macierz, w ktérej kolumnach zawarte sa
wektory do ortogonalizacji. Na wyjsciu macierz wejSciowa nadpisana jest przez ma-
cierz zawierajaca wektory zortogonalizowane. Po wstawieniu danych przyktadowych
zatgczonych do procedury bibliotecznej do mojego programu uzyskatem wyniki i-
dentyczne z wynikami przyktadowymi. Na tej podstawie wnioskuje o poprawnej
implementacji procedury ortogonalizacji Grama-Schmidta do mojego programu.

W celu oszacowania widma Lapunowa reprezentujacego stacjonarny atraktor,
przy obliczeniach wyktadnikéw Lapunowa uwzglednitem tylko dane otrzymane po
wygasnieciu transientu poczatkowego. Jako transient poczatkowy przyjatem 60 pier-
wszych iteracji rownan modelu Lorenza. Dodatkowo dla kazdego pomiaru wykta-
dnikéw Lapunowa wykonatem 50,000 iteracji. Powyzej 50,000 iteracji otrzymane
wartosci wyktadnikéw Lapunowa w niewielkim stopniu zalezg od liczby iteracji,
zatem dobor takiej wtasnie liczby zapewnienia dostateczng doktadnosé wykonywa-
nych obliczen.



3.2 Przebieg obliczen

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono obliczenia w celu uzyskania wyktadnikéw
Lapunowa dla zadanych parametrow ¢ = 16, b = 4 i r = 45,92. Jako wartosc¢
poczatkowa dla wyjsciowego uktadu rownan Lorenza (3 - 5) przyjeto 7(0) = (0,1;
0,1; 0,1). Natomiast dla zlinearyzowanych rownan Lorenza (6 - 8) przyjeto 3 ortogo-
nalne warto$éi poczatkowe A7y (0) = (1;0;0), Arp(0) = (0;1;0) i Ar(0) = (0;0;1).

Uzyskane wartosci wyktadnikow Lapunowa A dla parametrow o = 16, b = 4 i
r = 45,92 to:

A = —0,14129147943968

A2 = 0,135962814296652

As = —0,29375683273752

Wyktadnik Lapunowa A, jest dodatni zatem badany uktad dla zadanych parametréow
jest chaotyczny.?

Nastepnie celem poréwnania wynikow zbadano inne wartosci parametréw o, b
i r. Tym samym otrzymano wykresy (2 - 4) zaleznosci wyktadnikéw Lapunowa
od parametrow kontrolnych modelu Lorenza o, b i r. W niniejszej pracy obliczono
widma Lapunowa reprezentujace stacjonarny atraktor Lorenza, czyli taki, otrzymany
po wygasnieciu transientu poczatkowego.

Na rysunkach (2 - 4) przedstawione sa otrzymane widma Lapunowa w zaleznosci
od parametréw r, o i b.
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Rysunek 3)Wyktadniki Lapunowa w funkcji parametru o. r = 45,92, b = 4.
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Rysunek 4)Wyktadniki Lapunowa w funkcji parametru b. o = 16, r = 45, 92.

Analizujac otrzymane widma Lapunowa zauwazono, ze niezaleznie od badanych
parametrow przynajmniej jeden z wytadnikéw Lapunowa A jest dodatni, zatem
badany uktad dynamiczny jest uktadem chaotycznym. Dodatkowo na rysunku 3
dla parametru o > 22 dwa wyktadniki Lapunowa sa dodatnie, zatem badany uktad
jest hiperchaotyczny. Jedynie na rysunku 4 dla parametru b > 40 wszystkie trzy
wyktadniki Lapunowa A sa ujemne, zatem moze to Swiadczy¢, ze powyzej parametru
b = 40 badany ukltad nie jest mocno zalezny od zmiany warunkow poczatkowych,
gdyz jest to charakterystyczne tylko tam, gdzie wyktadnik jest dodatni. Zauwazono
rowniez, analizujac otrzymane widma Lapunowa, ze suma wyktadnikow Lapunowa
jest zawsze ujemna. Automatycznie wynika z tego, ze niezaleznie od badanych
parametrow zawsze przynajmniej jeden z wyktadnikow jest ujemny. Nie wystepuje
sytuacja, w ktorej wszystkie trzy wyktadniki Lapunowa bytyby jednoczesnie do-
datnie. Jest to warunek niezbedny, aby suma wykltadnikow Lapunowa mogta byé¢
ujemna:

>N <0, (12)
=1

co jest konieczne dla uktadéw dysypatywnych.* Badany ukltad nie jest uktadem dy-
sypatywnym, zatem warunek (12) nie jest dla badanego uktadu konieczny.
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4 Obliczanie widma Lapunowa dla odwzorowania
Henona

4.1 Problem fizyczny

Odwzorowanie Henona jest przyktadem dyskretnego uktadu dynamicznego drugiego
rzedu wykazujacego dynamike chaotyczng.® Jest ono dwuwymiarowym rozszerze-
niem jednowymiarowego odwzorowania logistycznego. Relacje rekurencyjne dla od-
wzorowania Henona:

Tpi1 = Yn+1—az?,, (13)
gdzie a oraz |b] < 1 sg liczbami rzeczywistymi.® Jezeli b = 1, odwzorowanie to

zachowuje powierzchnie, jesli [b| < 1, to jest dysypatywne, czyli ma wlasnos$é zmniej-
szania powierzchni fazowej (rysunek 5).

4.2 Obliczenia

W wyniku iteracji réwnan rekurencyjnych (13) i (14) odwzorowania Henona o-
trzymano trajektorie uktadu skladajaca sie z 2000 punktéw (rysunek 5) zgodna
z atraktorem Henona.”
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Rysunek 5: Atraktor Henona zbudowany z 2000 punktéw.

5 A two dimensional map with a strange attractor”, M. Henon - str. 463
6 Chaos deterministyczny”, H.G.Schuster - str. 30-31
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W celu znalezienia wyktadnika Lapunowa A dla odwzorowania Henona, uzyto al-
gorytmu z punktu 2 niniejszej pracy. Gdzie réwnaniem wyjsciowym sa rekurencyj-
ne relacje odwzorowania Henona (13) i (14). Natomiast zlinearyzowane réwnania
Henona sa postaci:

Azny = Ay, +1—a(z,Azx, + Ax,x,), (15)
Ayni1 = bAz,. (16)

Poniewaz odwzorowanie Henona jest odwzorowaniem dwuwymiarowym otrzymano
dwa wyktadniki Lapunowa A; i Ay dla odwzorowania Henona przy zadanych para-
metrach a =1,41b=0,3:

A1 = 1,97630726201042
A2 = —0,9003276249162

Nastepnie celem zbadania widma Lapunowa dla odwzorowania Henona powtorzono
obliczenia zmieniajac po kazdej iteracji warto$¢ parametru b. Otrzymane widmo
Lapunowa przedstawiono na rysunku 6.
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Rysunek 6: Wyktadniki Lapunowa dla odwzorowania Henona w funkcji parametru
b, a=1,4.

Wida¢ na wykresi¢, ze przynajmniej jeden wyktadnik Lapunowa jest zawsze dodatni,
zatem zgodnie z przewidywaniami dla zadanych parametréw badany uktad jest
uktadem chaotycznym. Jedynie dla parametru b = 0 wyktadnik Lapunowa A\ =
—5.91526 - 10712 jest bliski 0 natomiast A\; < 0, co moze by¢ spowodowane niezna-
cznym btedem obliczen numerycznych lub brakiem chaosu dla parametru b = 0.



5 Whnioski

Obliczanie wyktadnikow Lapunowa pozwala okresli¢ czy badany uktad jest chao-
tyczny, czy tez nie. Uktad chaotyczny, to taki uktad, ktérego ewolucja mocno zalezy
od warunkéw poczatkowych. Zatem mata réznica w warunkach poczatkowych moze
doprowadzi¢ do duzych réznic w wyniku koncowym. Wyktadniki Lapunowa sa wta-
snie $rednig miara rozbiegania si¢ trajektorii takiego uktadu. Z praktycznego punktu
widzenia uktady chaotyczne sa wiec nieprzewidywalne w dtugich okresach czasu. W
przypadku zachowania chaotycznego co najmniej jeden wyktadnik Lapunowa jest
wiekszy od zera. Mowimy zatem, ze uktad zachowuje sie chaotycznie, gdy co najmniej
najwickszy wyktadnik Lapunowa jest wickszy od zera. Zmieniajac parametry uktadu
mozemy uzyska¢ widmo Lapunowa i tym samym bada¢ zachowanie si¢ uktadu chao-
tycznego w zaleznosci od parametréow zewnetrznych.
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